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Problema 2 In un riferimento cartesiano Oxyz è data la superficie sferica 𝑆 di 

equazione   𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 16 

1. Un piano α , parallelo al piano 𝑥𝑦, intercetta   sulla sfera una sezione la 

cui area è uguale ai   
3

4
  di un suo  cerchio massimo . 

Si dia  una rappresentazione cartesiana o parametrica della circonferenza 

𝛤 intercettata su 𝑆 dal  piano α, nel caso in cui quest’ultimo appartenga al 

semispazio 𝑧 < 0 

2. Si determinino gli estremi 𝑀 ,𝑁 di un diametro di 𝑆  appartenente al 

primo e al terzo  quadrante del piano 𝑦𝑧, sapendo che il vettore  𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   
forma un angolo di 30° con la direzione positiva dell’asse 𝑦. 

3. Si determinino gli estremi della corda 𝐴𝐵  intercettata su  𝛤 dal piano 

perpendicolare a 𝑀𝑁  nel suo punto medio 

4. Si dica, motivando la risposta,  se  la seguente affermazione è vera o è 

falsa: 

<<Fra tutti i triangoli aventi per vertici il punto 𝑀, il punto 𝑁  e un punto 

𝑃 appartenente a 𝛤, quelli di area massima sono 𝑀𝑁𝐴 e 𝑀𝑁𝐵>> 

 

 

 Soluzione 

La superficie sferica S ha centro nell’origine del riferimento cartesiano e raggio  

𝑅 = 4. 

1. Il raggio 𝑟 di una sezione, la cui area è uguale ai   
3

4
  di un cerchio massimo, è 

uguale a 
√3

2
𝑅 = 2√3 .  
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Il piano secante  α , parallelo al piano 𝑥𝑦 𝑒 𝑠𝑖𝑡𝑢𝑎𝑡𝑜 𝑛𝑒𝑙 𝑠𝑒𝑚𝑖𝑠𝑝𝑎𝑧𝑖𝑜 𝑧 < 0, ha 

equazione 

𝒛 = 𝒉     con 𝒉 = −√𝑹𝟐 − 𝒓𝟐 = −√𝟏𝟔 − 𝟏𝟐   = −𝟐 

La circonferenza 𝛤 può essere rappresentata come intersezione  della superficie 

sferica  S e del piano α 

𝜞 {𝒙
𝟐 + 𝒚𝟐 + 𝒛𝟐 = 𝟏𝟔

𝒛 = −𝟐.
 

Per una rappresentazione parametrica ,consideriamo il generico punto di 𝛤 

𝑃(𝑥, 𝑦, −2)   

  In analogia con la consueta parametrizzazione di una circonferenza nel piano, si 

introduce l’angolo 𝐶𝑂̂𝑃 = 𝛿  ottenendo 

𝑷 {
𝒙 = 𝒓 𝐜𝐨𝐬𝜹
𝒚 = 𝒓 𝐬𝐢𝐧𝜹
𝒛 = −𝟐

→
𝒙 = 𝟐√𝟑 𝐜𝐨𝐬𝜹

𝒚 = 𝟐√𝟑  𝐬𝐢𝐧 𝜹
𝒛 = −𝟐

 

 

2.Le coordinate di 𝑀 sono (0, R cos
𝜋

6
, Rsin

𝜋

6
) → 𝑴(𝟎,𝟐√𝟑, 𝟐) 

   Le coordinate di 𝑁  simmetrico di M rispetto ad 𝑂,  sono 𝑵(𝟎,−𝟐,√𝟑,−𝟐) 

3. Il piano 𝛽 ,perpendicolare a MN nel suo punto medio passa per 𝑂(0,0,0)   e la 

terna dei suoi parametri di giacitura (𝑎, 𝑏, 𝑐) è proporzionale alla terna delle 

componenti  di un vettore parallelo a 𝑀𝑁, es. 

(0, √3, 1) . 

Consideriamo, pertanto, il piano  𝛽  di equazione  

√3𝑦 + 𝑧 = 0  e, per determinare gli estremi della 

corda 𝐴𝐵, da esso intercettata su Γ, risolviamo il 

sistema di equazioni      

{
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 16

𝑧 = −2

√3𝑦 + 𝑧 = 0
→ 

𝑥2 +
4

3
+ 4 = 16 → 𝑥2 = 

32

3
→ 𝑥 = ±

4

3
√6 

Gli estremi della corda sono  𝑨(
𝟒

𝟑
√𝟔,

𝟐

𝟑
√𝟑 ,−𝟐)                                         Fig.2                 
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                                             𝑩(− 
𝟒

𝟑
√𝟔,

𝟐

𝟑
√𝟑 ,−𝟐)  

4.L’affermazione è vera. 

Dimostrazione. 

a)  Primo metodo 

I triangoli di vertici 𝑀𝑁𝑃 dove 𝑃 è un punto di Γ , sono tutti rettangoli , 

essendo  la superficie sferica S il luogo dei punti che vedono il segmento 

𝑀𝑁 sotto un angolo retto.  

Poichè hanno tutti la stessa ipotenusa, il valore massimo dell’area  

corrisponde alle  posizioni di 𝑃 per cui  l’altezza  𝑃𝐻 assume valore 

massimo ( figura 2),  cioè se : 

 

 𝑷𝑯 ̅̅ ̅̅ ̅ =  𝑷𝑶̅̅ ̅̅  =  𝑹 → 𝑯 ≡ 𝑶 → 𝑷𝑶 ⟘𝑴𝑵 → 𝑷𝑶 ∈ 𝜷.  

 

Le  posizioni di 𝑷 per cui  l’altezza  𝑷𝑯 assume valore massimo sono 

 

𝑷 ≡ 𝑨      ∪   𝑷 ≡ 𝑩 

 

b) Secondo metodo 

Conoscendo le coordinate  del generico punto di 𝛤 (  equazioni parametriche)       

𝑃 {
𝑥 = 𝑟 cos 𝛿
𝑦 = 𝑟 sin 𝛿
𝑧 = −2

→
𝑥 = 2√3 cos 𝛿

𝑦 = 2√3  sin 𝛿
𝑧 = −2

 

possiamo determinare, in funzione di 𝛿 le lunghezze dei cateti del triangolo 𝑃𝑀𝑁 

𝑷𝑴̅̅ ̅̅ ̅ =√𝑟2𝑐𝑜𝑠2𝛿 + 𝑟2(sin 𝛿 − 1)2 + 16 = √12𝑐𝑜𝑠2𝛿 + 12𝑠𝑖𝑛2𝛿 − 24 sin 𝛿 + 28= 

√12(  𝑐𝑜𝑠2𝛿 + 𝑠𝑖𝑛2𝛿) − 24 sin 𝛿 + 28=√𝟒𝟎 − 𝟐𝟒𝐬𝐢𝐧𝜹 

𝑷𝑵̅̅̅̅̅ =√𝑟2𝑐𝑜𝑠2𝛿 + 𝑟2(sin 𝛿 + 1)2=√𝟐𝟒 + 𝟐𝟒𝐬𝐢𝐧 𝜹 

 

Poiché fra tutti i triangoli rettangoli di ipotenusa fissata , quello di massima area è 

rettangolo isoscele, imponiamo che 𝑃𝑀̅̅̅̅̅ = 𝑃𝑁̅̅ ̅̅  

√40 − 24 sin 𝛿 = √24 + 24 sin 𝛿 →           48 sin 𝛿 = 16 → sin 𝛿 =
1

3

→ cos 𝛿 = ±
2

3
√2 

Le corrispondenti posizioni di 𝑃 sono, pertanto 
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𝑃1 {
𝑥 = 𝑟 cos 𝛿
𝑦 = 𝑟 sin 𝛿
𝑧 = −2

→

𝑥 =
4

3
√6

𝑦 =
2

3
√3 

𝑧 = −2

→ 𝑷𝟏 ≡ 𝑨   

 

 

𝑃2 {
𝑥 = 𝑟 cos 𝛿
𝑦 = 𝑟 sin 𝛿
𝑧 = −2

→

𝑥 = − 
4

3
√6

𝑦 =
2

3
√3 

𝑧 = −2

→ 𝑷𝟐 ≡ 𝑩 

 

 


