
Esame di Stato 2025 

Soluzione Problema 2 

a) 

𝑓(𝑥) = 𝑝(𝑥) ∙ 𝑒௉(௫) 

Considerando gli “zeri” della funzione, possiamo scrivere: 

𝑓(𝑥) = 0 ↔ 𝑝(𝑥) =  0 → 𝑝(𝑥) = 𝑎𝑥(𝑥 − 1) 

Il segno di 𝑓(𝑥) è quello di 𝑝(𝑥) = 𝑎𝑥(𝑥 − 1) , essendo 𝑒௉(௫) sempre positiva. Dal grafico si deduce 
che 𝑎 < 0, infatti in tal caso la disequazione 𝑎𝑥(𝑥 − 1) > 0 è verificata per 0 < 𝑥 < 1. 

Condizione:  

𝑓ᇱ (𝜑) = 0,   𝜑 =  
1 +  √5

2
     

 

𝑓ᇱ(𝑥) = 𝑝ᇱ (𝑥) ∙ 𝑒௣(௫) + 𝑝(𝑥) ∙ 𝑒௣(௫) ∙ 𝑝ᇱ (𝑥) =  𝑝ᇱ (𝑥) ∙ 𝑒௣(௫) (𝑝(𝑥) + 1) 

 

𝑓ᇱ(𝑥) = 𝑎(2𝑥 − 1) ∙ 𝑒௔௫(௫ିଵ) ∙ (𝑎𝑥ଶ − 𝑎𝑥 + 1) 

𝑓ᇱ (𝜑) = 0 ↔ 𝑎 ቆ
1 +  √5

2
ቇ

ଶ

− 𝑎 ቆ
1 +  √5

2
ቇ + 1 = 0 

Risolvendo l’equazione si ottiene 𝑎 =  −1 

Quindi 

𝑝(𝑥) = −𝑥(𝑥 − 1) =  −𝑥ଶ + 𝑥 

𝑓(𝑥) =  (−𝑥ଶ + 𝑥) ∙ 𝑒ି௫మା௫ 

Funzione continua e derivabile in ℝ. 

 

Considero 

𝑔(𝑥) = 𝑞(𝑥) ∙ 𝑒௣(௫) =  𝑞(𝑥) ∙ 𝑒ି௫మା௫ 

Con 

𝑞(𝑥) = 𝑎 𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 

(Per comodità utilizzo ancora “a” come coeƯiciente di 𝑥ଶ) 

Condizioni: 

*𝑔( − 𝜑) = 0 ↔ 𝑞( − 𝜑) = 0 

Il punto 𝐴(0,1) appartiene alla curva 𝛾ଶ, quindi 

𝑔(0) = 1 ↔ 𝑞(0) ∙ 𝑒௣(଴) = 1 ↔ 𝑐 = 1 
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Il punto 𝐴(0,1) è un punto di massimo relativo, quindi 

𝑔′(0) = 0 

𝑔ᇱ(𝑥) = (2𝑎𝑥 + 𝑏) ∙ 𝑒ି௫మା௫ + (𝑎 𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐) ∙ 𝑒ି௫మା௫ ∙ (−2𝑥 + 1) 

𝑔ᇱ(0) = 𝑏 + 𝑐 = 0 → 𝑏 =  −𝑐 =  −1 

Sostituendo i valori trovati si ha che: 

𝑞(𝑥) = 𝑎 𝑥ଶ − 𝑥 + 1 

Considero la condizione * 

𝑞(− 𝜑) = 𝑎 𝜑ଶ + 𝜑 + 1 = 0 

𝑎 ቆ
1 + √5

2
ቇ

ଶ

+ 
1 + √5

2
+ 1 = 0 → 𝑎 =  −1 

In definitiva: 

𝑞(𝑥) = − 𝑥ଶ − 𝑥 + 1 

𝑔(𝑥) = (1 − 𝑥 − 𝑥ଶ) ∙ 𝑒ି௫మା௫ 

Funzione continua e derivabile in ℝ. 

 

b)  

𝑓(𝑥) =  (−𝑥ଶ + 𝑥) ∙ 𝑒ି௫మା௫ 

Il segno e gli zeri di 𝑓(𝑥) si riconducono a quelli di 𝑝(𝑥) 

𝑓(𝑥) > 0  per 0 < 𝑥 < 1 

𝑓(𝑥) < 0  per 𝑥 < 0  ∨  𝑥 > 1  

𝑓(𝑥) = 0  per 𝑥 = 0 ∨ 𝑥 = 1 

 

lim
௫→±ஶ

(−𝑥ଶ + 𝑥) ∙ 𝑒ି௫మା௫ 

Forma indeterminata ∞ ∙ 0 

lim
௫→±ஶ

(−𝑥ଶ + 𝑥) ∙ 𝑒ି௫మା௫ = lim
௫→±ஶ

−𝑥ଶ + 𝑥

𝑒௫మି௫
 = 0 

Quindi la retta  

𝑦 = 0 

è asintoto orizzontale. 

 

 



𝑓ᇱ(𝑥) = ( −2𝑥 + 1) ∙ 𝑒ି௫మା௫ ∙ (−𝑥ଶ + 𝑥 + 1) =  ( 2𝑥 − 1) ∙ (𝑥ଶ − 𝑥 − 1) ∙ 𝑒ି௫మା௫ 

Studio del segno: 

 

Due punti di minimo relativi e assoluti, un punto di massimo relativo e assoluto. 

 

𝑓′ᇱ(𝑥) = 𝑥 ∙ (1 − 𝑥) ∙ (4𝑥ଶ − 4𝑥 − 9) ∙ 𝑒ି௫మା௫ > 0  

Studio del segno: 

 

 

Quattro punti di flesso. 

Grafico 

 

 L’ ordinata dei punti di minimo assoluti è: 𝑦 =  −
ଵ

௘
 

L’ordinata del punto di massimo assoluto è: 𝑦 =  
ଵ

ସ
 𝑒

భ

ర =
ଵ

ସ
∙ √𝑒

ర
  



 

𝐼𝑚൫𝑓(𝑥)൯ =  ൤−
1

𝑒
 ;

1

4
 𝑒

ଵ
ସ ൨ 

Numero intersezioni con la retta 𝑦 = 𝑘    e numero delle soluzioni dell’equazione 𝑓(𝑥) = 𝑘 

𝑘 < −
ଵ

௘
    Nessuna intersezione (nessuna soluzione reale) 

𝑘 =  −
ଵ

௘
   Due intersezioni (due soluzioni reali doppie coincidenti: nei due punti di tangenza) 

−
ଵ

௘
< 𝑘 < 0  Quattro intersezioni (quattro soluzioni reali e distinte) 

0 ≤ 𝑘 <
ଵ

ସ
 𝑒

భ

ర  Due intersezioni (due soluzioni reali e distinte) 

𝑘 =
ଵ

ସ
 𝑒

భ

ర    Una intersezione (due soluzioni reali e coincidenti) 

𝑘 >
ଵ

ସ
 𝑒

భ

ర     Nessuna intersezione (nessuna soluzione) 

 

Simmetria rispetto alla retta 𝑥 =  
ଵ

ଶ
 

Equazione della simmetria assiale: 

൜
𝑥ᇱ = 1 − 𝑥

𝑦ᇱ = 𝑦
 → ൜

𝑥 = 𝑥ᇱ − 1
𝑦 = 𝑦′

 

Sostituendo in  

 

𝑦 =  (−𝑥ଶ + 𝑥) ∙ 𝑒ି௫మା௫ 

Si ha: 

 

𝑦′ =  (−(𝑥ᇱ − 1)ଶ + (𝑥ᇱ − 1)) ∙ 𝑒
ቀି൫௫ᇲିଵ൯

మ
ା(௫ᇲିଵ)ቁ 

 



𝑦′ = ൫−𝑥ᇱଶ
+ 𝑥ᇱ൯ ∙ 𝑒ି௫ᇲమ

ା௫ᇲ
 

Che è proprio l’equazione di partenza, quindi la curva è simmetrica rispetto alla retta 𝑥 =  
ଵ

ଶ
. 

Si perviene allo stesso risultato effettuando una traslazione dell’asse delle ordinate, oppure traslando 

la curva. 

 

 

c) 

𝑔(𝑥) = (1 − 𝑥 − 𝑥ଶ) ∙ 𝑒ି௫మା௫ 

1

𝜑
=  

2

1 + √5
=  

√5 − 1

2
 

𝑔 ൬
1

𝜑
൰ = 𝑔 ቆ

√5 − 1

2
ቇ = ൭1 −

√5 − 1

2
− ቆ

√5 − 1

2
ቇ

ଶ

൱ ∙ 𝑒
ିቆ

√ହିଵ
ଶ ቇ

మ

ାቆ
√ହିଵ

ଶ ቇ
= 0 

 



𝐴 (−𝜑, 0)        𝐶(0,1)      𝐵 ൬
1

𝜑
 ,0൰ 

𝑚(𝐴𝐶) =  
1

𝜑
   ;    𝑚(𝐵𝐶) =  

1

−
1
𝜑

=  −𝜑 → 𝑚(𝐴𝐶) ∙   𝑚(𝐵𝐶) =  −1 

Quindi il triangolo 𝐴𝐵𝐶 è rettangolo. 

Intersezione delle due curve 

ቊ
𝑦 = 𝑝(𝑥) ∙ 𝑒௣(௫)

𝑦 = 𝑞(𝑥) ∙ 𝑒௣(௫) 
→ 𝑝(𝑥) = 𝑞(𝑥) 

−𝑥ଶ + 𝑥 =  −𝑥ଶ − 𝑥 + 1 → 𝑥 =  
1

2
 

𝑦 = 𝑝(𝑥) ∙ 𝑒௣(௫)  → 𝑦 =  
1

4
 ∙ 𝑒  

ଵ
ସ =  

1

4
 ∙ √𝑒

ర  

 

 

 

𝑃ଵ ൫𝑥, 𝑓(𝑥)൯ ;   𝑃ଶ (𝑥, 𝑔(𝑥)) 

𝑃ଵ 𝑃ଶ = 𝑑(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)   𝑒   𝑥 ≥
1

2
 

       𝑥 ≥
ଵ

ଶ
 →  𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) 

 

 



𝑑(𝑥) = (2𝑥 − 1) ∙ 𝑒ି௫మା௫ 

𝑑ᇱ(𝑥) = (−4𝑥ଶ + 4𝑥 + 1) ∙ 𝑒ି௫మା௫ > 0 

 

Si ha il massimo assoluto per 

𝑥 =  
1 + √2

2
 → 𝑑(𝑚𝑎𝑠𝑖𝑚𝑎) =  

√2

√𝑒
ర  

d) Calcolo area 

𝐴(𝑅) =  න (𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥))
ଵ/ଶ

଴

𝑑𝑥 

 

𝐴(𝑅) =  න (1 − 2𝑥) ∙ 𝑒ି௫మା௫
ଵ/ଶ

଴

𝑑𝑥 =  ൣ𝑒ି௫మା௫൧

1
2
1

=  √𝑒
ర

− 1 

 

𝐴(𝑅ᇱ) = න (𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥))
௧

ଵ/ଶ

𝑑𝑥 

con 𝑡 ≥
ଵ

ଶ
 

𝐴(𝑅ᇱ) = න (2𝑥 − 1) ∙
௧

ଵ/ଶ

𝑒ି௫మା௫𝑑𝑥 =  න (−2𝑥 + 1) ∙
ଵ/ଶ

௧

𝑒ି௫మା௫𝑑𝑥

= ൣ𝑒ି௫మା௫൧

1
2
𝑡

 = √𝑒
ర

 − 𝑒ି௧మା௧  

𝐴(𝑅) = 𝐴(𝑅ᇱ) 

 

√𝑒
ర

 − 𝑒ି௧మା௧ = √𝑒
ర

− 1 → 𝑒ି௧మା௧ = 1 → 𝑡 = 0 ∨ 𝑡 = 1 

 

Accettabile la soluzione 𝑡 = 1. 

 


