
 

Si tratta di una famiglia di funzioni aventi come dominio ℝ, continue e derivabile in ℝ, sempre positive 
nel dominio. 

a) Studio del segno della derivata prima. 

𝑓௔
ᇱ (𝑥) =  𝑒௔௫ାଵ(𝑎𝑥ଶ + 2𝑥 + 𝑎) 

Lo studio del segno di 𝑓௔
ᇱ (𝑥) è ricondotto a quello del trinomio 𝑎 𝑥ଶ + 2𝑥 + 𝑎 

∆

4 
= 1 − 𝑎ଶ      𝑠𝑒𝑔𝑛𝑜: ൝

> 0     𝑠𝑒 − 1 < 𝑎 < 1 ∧  𝑎 ≠ 0
= 0              𝑠𝑒 𝑎 =  −1 ∨ 𝑎 = 1
< 0              𝑠𝑒 𝑎 < −1 ∨ 𝑎 > 1

 

Se −1 < 𝑎 < 1 ∧ 𝑎 ≠ 0, 𝑓௔
ᇱ(𝑥) = 0 per 

𝑥ଵ;ଶ =  
−1 ∓ √1 − 𝑎ଶ

𝑎
 

dove la curva presenta due estremi relativi. 

 

Precisamente: 

Se −1 < 𝑎 < 0 Se 0 < 𝑎 < 1 

  
 

 



Se 𝑎 =  −1 ∨ 𝑎 = 1 la curva non presenta punti di massimo o minimo relativo e presenta un punto di 

flesso a tangente orizzontale in 𝑥 =  −
ଵ

௔
, quindi in 𝑥 =  1 (𝑠𝑒 𝑎 =  −1) ∨ 𝑥 =  −1 (𝑠𝑒 𝑎 = 1) . 

Se 𝑎 < −1 ∨ 𝑎 > 1 la curva non presenta punti di massimo o minimo relativo o di flesso a tangente 
orizzontale. 

Derivata seconda 

𝑓௔
ᇱᇱ (𝑥) =  𝑒௔௫ାଵ(𝑎ଶ𝑥ଶ + 4𝑎𝑥 + 𝑎ଶ + 2) 

Lo studio del segno di 𝑓௔
ᇱᇱ (𝑥) è ricondotto a quello del trinomio 𝑎ଶ𝑥ଶ + 4𝑎𝑥 + 𝑎ଶ + 2, che ha la 

concavità rivolta verso alto ∀𝑎 ≠ 0 

∆

4 
= 𝑎ଶ(2 − 𝑎ଶ)     𝑠𝑒𝑔𝑛𝑜: ቐ

> 0  𝑠𝑒 − √2 < 𝑎 < √2   ∧ 𝑎 ≠ 0

= 0        𝑠𝑒 𝑎 =  −√2   ∨  𝑎 = √2

< 0         𝑠𝑒 𝑎 < −√2 ∨ 𝑎 > √2

 

  

Quindi la curva presenta due punti di flesso se −√2 < 𝑎 < √2   ∧  𝑎 ≠ 0, nei punti di ascissa: 

𝑥ଵ;ଶ =
−2𝑎 ∓ ඥ𝑎ଶ(2 − 𝑎ଶ)

𝑎ଶ
 

In particolare: 

a. se 𝑎 =  −1 

𝑥ଵ;ଶ =
2 ∓ 1

1
→ 𝑥ଵ = 1 ∨  𝑥ଶ = 3 

In 𝑥ଵ = 1 la curva presenta un flesso a tangente orizzontale, come osservato nel punto precedente. 

b. se 𝑎 =  +1 

𝑥ଵ;ଶ =
−2 ∓ 1

1
→ 𝑥ଵ = −3 ∨  𝑥ଶ = −1 

In 𝑥ଶ =  −1 la curva presenta un flesso a tangente orizzontale, come osservato nel punto precedente. 

 

b) Studio di 𝑓ଵ(𝑥) = (𝑥ଶ + 1) ∙ 𝑒௫ାଵ 

Come già osservato è una funzione avente come dominio ℝ, continua e derivabile in ℝ, sempre 
positiva nel dominio. Non è pari e non è dispari. 

lim
௫→ାஶ

(𝑥ଶ + 1) ∙ 𝑒௫ାଵ =  +∞ 

lim
௫→ାஶ

(𝑥ଶ + 1) ∙ 𝑒௫ାଵ

𝑥
=  +∞ 

Quindi la curva non presenta asintoti orizzontali od obliqui per 𝑥 → +∞ 

lim
௫→ିஶ

(𝑥ଶ + 1) ∙ 𝑒௫ାଵ =  lim
௫→ିஶ

(𝑥ଶ + 1)

𝑒ି௫ିଵ
= 0 

La retta 𝑦 = 0 è asintoto orizzontale per 𝑥 → −∞ 

𝑓ଵ
ᇱ (𝑥) =  𝑒௫ାଵ(𝑥ଶ + 2𝑥 + 1) =  𝑒௫ାଵ(𝑥 + 1)ଶ 



La derivata prima è sempre non negativa e si annulla solo in 𝑥 =  −1, quindi la curva è crescente e 
𝐹ଵ(−1; 2) è punto di flesso a tangente orizzontale, come visto nel punto precedente. Sempre per il 
punto precedente la curva presenta un altro punto di flesso in 𝐹ଶ(−3; 10 ∙ 𝑒ିଶ). 

Grafico: 

 

 

La funzione 𝑓ଵ(𝑥): ℝ → ℝା  è strettamente crescente e quindi è invertibile, la sua funzione inversa  

𝑔(𝑥): ℝା → ℝ 

Quindi il dominio di 𝑔(𝑥) è ℝା. 

Il suo grafico si ottiene simmetrizzando la curva di equazione 𝑦 = 𝑓ଵ(𝑥) rispetto alla bisettrice 𝑦 = 𝑥. 

𝑔ᇱ(𝑒) =  
1

𝑓ଵ
ᇱ(𝑥଴)

 

Dove 𝑥଴ è soluzione dell’equazione: (𝑥ଶ + 1) ∙ 𝑒௫ାଵ = 𝑒, la soluzione è: 𝑥଴ = 0  

Quindi  

𝑔ᇱ(𝑒) =  
1

𝑓ଵ
ᇱ(0)

=  
1

𝑒
 

 

 



c) Si consideri la funzione: 

𝐹(𝑥) =  න 𝑓ଵ

଴

௧

(𝑥)𝑑𝑥 ; 𝑡 ≤ 0 

𝐹(𝑥) rappresenta l’area della zona evidenziata. 

 

 

Integrando per parti si ha che: 

න[(𝑥ଶ + 1) ∙ 𝑒௫ାଵ]𝑑𝑥 =  (𝑥ଶ − 2𝑥 + 3)𝑒௫ାଵ + 𝑐 

Quindi 

𝐹(𝑡) = න [(𝑥ଶ + 1) ∙ 𝑒௫ାଵ]𝑑𝑥 = 3𝑒 − (𝑡ଶ − 2𝑡 + 3)𝑒௧ାଵ
଴

௧

 

lim
௧→ିஶ

(𝑡ଶ − 2𝑡 + 3)𝑒௧ାଵ = lim
௧→ିஶ

𝑡ଶ − 2𝑡 + 3

𝑒ି௧ିଵ
= 0 

Quindi: 

lim
௧→ିஶ

𝐹(𝑡) = 3𝑒 

d) Sia 𝑃௔(𝑥, 𝑓௔(𝑥))  ∈ 𝛾௔  con 𝑥 < 0. 

Il punto appartiene al secondo quadrante, essendo 𝑓௔(𝑥) > 0, ∀𝑥 ∈ ℝ 

 

𝑄௔𝑂 =  −𝑥 > 0 

𝑂𝑅௔ = 𝑓௔(𝑥) = (𝑥ଶ + 1)𝑒௔௫ାଵ > 0 

𝐴(𝑥) =  −𝑥 ⋅ (𝑥ଶ + 1)𝑒௔௫ାଵ = (−𝑥ଷ − 𝑥)𝑒௔௫ାଵ  

𝐴ᇱ(𝑥) = −𝑒௔௫ାଵ(𝑎𝑥ଷ + 3𝑥ଶ + 𝑎𝑥 + 1)  

 

Imponiamo che 𝐴ᇱ(−2) = 0 → 𝑎 =  
ଵଷ

ଵ଴
 



Verifichiamo che per tale valore di 𝑎 l’area è massima. 

Scomponendo con la regola di RuƯini (conosciamo la radice −2) abbiamo che: 

𝐴ᇱ(𝑥) = 𝑒
ଵଷ
ଵ଴

௫ାଵ(−𝑥 − 2) ∙
13𝑥ଶ + 4𝑥 + 5
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Il trinomio 13𝑥ଶ + 4𝑥 + 5 è sempre positivo, quindi 𝐴ᇱ(𝑥) > 0  se  −𝑥 − 2 > 0 ovvero se 𝑥 < −2. 

Resta così verificato che l’area del rettangolo assume il valore massimo se 𝑥 =  −2 

 


